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M13: Komplexe Zahlen 2

Summen, Betrédge

. Stelle folgende Summen in der Zahlenebene durch eine Vektorkette dar! Beachte: Sub-

traktion von z kann durch Addition von — z ersetzt werden!
a) (2+3i)+(1+2i) b) (2—=3i)+(3+51)
c) (1+2i)+(2+i)+(1—1i) d) (1+20)—(2+10) —(1+1)

. Zeichne in der komplexen Zahlenebene folgende Dreiecke mit den Ecken z,, z, und z5.

Berechne die Langen ihrer Seiten!

a) z; =0, z2,=31, z3=4
bYizy=1#1; 23, z2;=2+5i
c) z,=3+4]j, 2Ry 2;=2—i

Man veranschauliche die fiir alle z,, z, € € giiltige Ungleichung |z, — z,| = |z, + [z,|
durch eine Figur! (Drejecksungleichung)

. Man berechne die Betrage folgender Zahlen:

a) z; =—3+4i;
b)z,=06+08i;

2,=09+12i; Zy 2y Z, 12,
Zorm 2Rt 0y 20 T 2,2,

. Wichtige Formeln: Fiir allez, z,,z, €ECund A € IR* gilt:

a) Nzl = Alzl bYilz 2=z bz
Lo G digsZsi=rzeriey] (z, +01)
e) z:z* = [z)? f) izl =12" = 1=z

Beweise sie!

Polarformen

Stelle folgende Zahlen in Polarform dar!
a) 1 b) —1 c)i d) 1+i e) 1—i
f) 3+/3i; g V3—i h) —1=+/3i; i) 06-08i K).—7=3

. Folgende Zahlen sind in die Normalform x + yi zu iiberfiihren! Handelt es sich durch-

wegs um Polarformen?
m m
9 V2E(G)  BvIE(-3)

e) 2E(Em) f) 2E(-3m)

o VIEGT)
9) 3E (70°)

dV3E(=5m
h) 3E (—70°)

. Gib die Zahlen z,, z,, z;°25,21:2 und zq* z; in Polarform an!

a) z, =v/3—1i, 2, = 1++/3i
b) z, =32 (1+i), 2, =2 V2 (1)
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. Zeige: Fir alle ¢ gilt:

a) [E(0)]* = E(=v)
b) 2 [El¢) + E ()] =cos g

4 517 [Ele) = Bl )] 2sin

Berechne den Winkel §, um den man den Vektor z, im positiven Sinn drehen muB, bis
er mitder Richtung von z, iibereinstimmt:

a) zg=1+i; z,=i b)z, =1i; z,=1+i
c)2,=3+41i; z2,=—4+3i dz,=—4+3i; z,=3+4i
e} z, =v3+i1; z,=i fzq =1; 2, =\/3+i

Berechne die Winkel, welche die Dreiecke der Aufgabe 2 an der Ecke z; aufweisen!
Anleitung: Zeige zunéchst, dal die in der Ecke z, aneinanderstoRenden Dreiecksseiten
die Vektoren z, — z, und z3 — z, darstellen. Berechne dann die Winkel zwischen die-
sen Vektoren!

Gib eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daR die Vektoren
Z, =X, +iy,und z, =X, T iy,
a) gleiche Richtung b) entgegengesetzte Richtung haben

c) orthogonal sind!

Ein Flugzeug fliegt 10 km nach Norden, dann 10 km nach Nordosten, 10 km nach
Nordwesten und 10 km nach Osten. Stelle den Flugweg durch eine Summe komplexer
Zahlen dar und berechne die Entfernung, die das Flugzeug schlieRlich vom Ausgangs-
punkt hat!

Es sei z = |z| E(y) eine Polarform. Warum ist dann 27V = |z2|7" E(— @) keine Polar-

form? Wie lautet die Polarform von et

Assoziativitdt des Produktes: Es seien z, = |ZV| Elp,) (v = 1, 2, 3) drei komplexe Zah-
len in Polarform. Schreibe die Produkte (z,2,)*z5 und z,(z,°23) an und zeige auf diese
Weise die Giiltigkeit der Assoziativitat.

a) Vereinfache Re [E(60°) : E(45°)] und Im [E(80°) : E(45°)]!
b) Driicke cos 15° und sin 15° in exakter Form aus!
Nach der Moivreschen Formel ist
(cos 2 g+ isin2¢) =E(2¢) = [El@)]* = (cos ¢ + i sin 9)? =
= (cos? ¢ —sinZ @) + 12 sinp cos ¢
Durch Vergleich der Realteile und der Imaginarteile folgt
c052<p=cos2 c,a—sin2 ¢ und sin2¢=2singcosy.

Stelle durch eine ahnliche Rechnung eine Formel fiir cos 3 ¢ und fiir sin 3 ¢ auf!



