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STORMARNSCHULE AHRENSBURG

Ph13: Minkowski-Diagramme

12.2.6 Minkowski-Diagramme

Zur Darstellung von Bewegungen entwickelte der
deutsche Mathematiker  HERMANN  MINKOWSK!
(1864-1909) cin geometrisches Modell. Die Eintei-
lung der Achsen entspricht den GroBenordnungen
der Lichtgeschwindigkeit. Anders als in den tiblichen
Darstellungen von Zeit-Weg-Diagrammen wird hier
die x-Achse als Raumkoordinate und die y-Achse als
Zeitkoordinate verwendet (Abb.435.2).

Die Achsencinteilung wird so gewahlit, dass einer
Sckunde auf der Zeitachse gerade eine Lichtsekunde
(Ls) auf der Ortsachse entspricht. Dabei gilt
Il Ls=¢-1s523-10"m. Mit dieser Einteilung be-
schreibt die Winkelhalbierende der Achsen die Aus-
breitung des Lichts im System S. Sie wird Lichtgera-
de genannt.

Bewegt sich nun das zweite Inertialsystem §' gegen-
iiber S mit einer Geschwindigkeit v, dann wird die
Bewegung des Koordinatenursprungs von S’ im Sys-
tem S zur neuen Zeitachse 1. Auch im System S' gilt
das Einstein'sche Postulat zur Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit. Daher muss bei entsprechender Ach-
sencinteilung auch hier die Lichtgerade die Winkel-
halbierende des Koordinatensystems darstellen.
Deswegen ergibt sich analog zum System S die x*-
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436.1 Konstruktion eines MaBstabs im Minkowski-
Diagramm

Bei der Betrachtung von gleichzeitigen Ereignissen
am gleichen Ort im System §' ergibt sich auch der
Mabstab der Zeitachse. Durch diese Konstruktion
ist es moglich. fiir ein beliebiges Ereignis die Orts-
und Zeitkoordinaten beziiglich beider Systeme anzu-
geben. Dies zeigt auch das folgende Beispiel.

Quelle: Cornelsen Physik
Oberstufe (ISBN 978-3-06-
013006-1)

Achse als Spiegelung der 1-Achse an der Lichigera-
den.

Mithilfe der Lingenkontraktion lisst sich die Ach-
seneinteilung der Minkowski-Diagramme fur zwei
zucinander bewegte Inertialsysteme einfuhren. Bei
ciner Geschwindigkeit von 0,6 ¢ betrigt der Lorentz-
faktor k = 1,25, d. h. eine Lange von I Ls im System
S entspricht emner Lange von 1/1.25Ls =08 Ls im
System S'.

Aufgrund des Relativitatsprinzips, also der Gleichbe-
rechtigung der Bezugssysteme, entspricht auch | Ls
in §' einer Linge von 1.25 Ls in S. Eine Parallele zur
Zenachse durch den Punkt (0, &) im System S liefert
den EinheitsmaBstab fur das System S’ (Abb.436.1).
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4352 Lage der Koordinatenachsen zweier zueinander
bewegter Inertialsystemse



STORMARNSCHULE AHRENSBURG

Minkowski-Diagramme

Nach den Erkenntnissen der
speziellen Relativitatsthe-
orie bilden Raum und Zeit
bei der Beschreibung phy-
sikalischer Vorgange eine
Einheit.

Far diese einsteinsche Auf-
fassung von Raum und Zeit
entwickelte der deutsche Mathematiker Hermany
Minkowsxi (1864-1909) ein mathematisch-geome-
trisches Modell, vierdimensionale Raum-Zeit oder
Minkowski-Welt genannt.

Der seit 1902 in Gottingen tatige Minkowski gab
damit der speziellen Relativitatstheorie ihre mathe-
matische Gestalt. Grundlage ist die Darstellung von
Ereignissen in einem vierdimensionalen Koordina-
tensystem mit den drei Raumkoordinaten x, y, und
Z sowie einer Zeitkoordinate t. Bei einer Beschran-
kung von Bewegungen in Richtung der x-Achse sind
y und z null, brauchen damit nicht bertcksichtigt zu
werden. Damit erhait man grafische Darstellungen
in einem Zeit-Ort-Diagramm (t-x-Diagramm), das
gut uberschaubar ist. In einem solchen Minkowski-
Diagramm werden Ereignisse als Punkte mit den
Koordinaten (¢, x) dargestelit. Die Menge der Ereig-
nisse bildet im Minkowski-Diagramm eine Weltlinie
(/ Abb.). Jeder Punkt der Weltlinie entspricht einem
bestimmten Ort x zu ei-
Zeitt nem bestimmten Zeit-
punkt t. Er wird auch als
Weltpunkt bezeichnet.
Betrachtet man z.B. die
Bewegung eines Korpers
als Ereignis, so ist die
Weltlinie eine Gerade, wenn die Bewegung gleich-
formig ist. Bei einer beschleunigten Bewegung er-
halt man eine gekrimmte Weltlinie,
Darlber hinaus ermoglicht es ein Minkowski-Dia-
gramm, Ereignisse aus der Sicht 2weier Beobachter
in zueinander bewegten Systemen S und $' in einem
Zeit-Ort-Diagramm darzustellen.
Mithilfe von Minkowski-Diagrammen kénnen die
Lorentz-Transformationsgleichungen und einige we-
sentliche Folgerungen aus der relativistischen Kine-
matik (Gleichzeitigkeit von Ereignissen, Langenkon-
traktion, Zeitdilatation) geometrisch veranschaulicht
werden. Bei der Arbeit mit Minkowski-Diagrammen
ist es sinnvoll, sich an die aligemein (blichen Verein-
barungen fir diese Diagramme zu halten.

Weltlinie

Ort x
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verwendet.

~ Als Einheit fir die Ortsachse x wird die Lichtse-
kunde (Abkirzung: Ls) genutzt. Das ist die Stre-
cke, die Licht im Vakuum in einer Sekunde zurick-
legt: 1Ls = 15-300000 ¥ = 300000 km

- Bei der Achseneinteilung werden auf den beiden
Achsen fir die genannten Einheiten jeweils die
gleichen Strecken abgetragen. Wahit man 2 B. far
die t-Achse fir eine Sekunde 1 ¢m, so ist auf der
x-Achse fir 1 Ls ebenfalls 1 am zu wahlen.

Mit diesen Festlegungen ergeben sich charakteristi-
sche Weltlinien, die nachfolgend genauer fir ein Be-
zugssystem S beschrieben werden sollen.
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= W, ist eine Weltlinie eines Lichtsignals in Richtung
positiver x-Achse. Der Neigungswinkel von 45° ge-
gendber der x-Achse ergibt sich aus der Wahl der
Einheiten. Weltlinien mit einer Neigung kieiner
als 45° kann es nicht geben, da die Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum eine Grenzgeschwindigkeit ist.

- W, ist die Weltlinie von Ereignissen, die an einem
Ort x (hier: x = 2 Ls) stattfinden, Sie werden auch
ortsgleiche Ereignisse in S genannt. Das kann 2.8,
ein Kérper sein, der an einer bestimmten Stelle in
S ruht.

- W ist die Weltlinie von Ereignissen, die zur glei-
chen Zeit (hier: t = 45) an verschiedenen Orten x
im System S stattfinden. Sie werden auch zeitglei-
che Ereignisse in S genannt.

= W, ist die Weltlinie von Ereignissen, die z.B. das
Vorhandensein eines Kérpers darstellen, der sich
im System S in Richtung positiver x-Achse mit



C:\Users\Axel Stein\Documents\Schule 2011-12\Ph 131110909 Minkowski-Diagramme.docx

STORMARNSCHULE AHRENSBURG

einer konstanten Geschwindigkeit von v =1 c be-
wegt. Die Bewegung beginnt an dem markierten
Punkt bei x = 1,5 Ls und t = 2 5. Bei der genannten

Geschwindigkeit von v=14 ¢ gilt far den Winkel -

2wischen t-Achse und der Weltlinie W, die Bezie-
hung: tana=¥=% a=337"

Man kann nun in relativ einfacher Weise fir den
Korper, der durch die Weltlinie W, dargestelit ist,
das Bezugssystem ' mit den Koordinaten (', t') kon-
struieren, in dem dieser Korper ruht. Dabei gehen
wir davon aus, dass der Ursprung beider Koordina-
tensysteme zusammenfalit.

- Die t-Achse muss parallel zur Weltlinie Wy
(/5.524) liegen. Dann ist zu jedem beliebigen
Zeitpunkt x* = konstant, d.h,, der Korper ruht in
$’. Der Winkel zwischen den Zeitachsen t und t'
ergibt sich dann analog wie der Winkel zwischen
t-Achse und Weltlinie W, (oben) zu: tana = 2

- Die x-Achse liegt symmetrisch zur Weltlinie W,,
da in jedem Inertialsystem, also auch in §', die
Lichtgeschwindigkeit gleich groB ist.
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Die Langeneinheiten fir die Achseneinteilungen
sind for jedes Inertialsystem in Abhangigkeit von der
Relativgeschwindigkeit verschieden.

Betragt im System S diese Langeneinheit e, dann er-
gibt sich fur ein dazu mit v bewegtes System 5’ als
Langeneinheit e’

e =g S22V
L’w'

Mit v=§cunde=lcmed\al!man:

‘= . —'~;:—1-
- 1cm"(,_3a 1,61 cm

Ist die Achsencinteilung bekannt, konnen fir je-
des Ereignis die Orts- und Zeitkoordinaten fur das
jeweilige Bezugssystem bestimmt bzw. aus dem
Diagramm abgelesen werden. DarGber hinaus sind
quantitative Aussagen zu Ereignissen moglich.

Zeitdilatation im Minkowski-Diagramm

Das System $' soll sich gegenuber dem System S mit
v=0,7 ¢ bewegen. Mit e=1cm im System S kann
man daraus e* und die Richtungen der Achsen x” und
t' ermitteln: t* ist gegenuber ¢ um den Winkel « ge-
neigt. Mit tana = ¥ = %7€ erhalt man a = 35°. Fur die
Achseneinteilung ergibt sich e’ = 1,71 cm,
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Ein Vorgang an einer Stelle in §° davert At"=1s.
Eine in §' im Koordinatenursprung ruhende Uhr
zeigt gerade diese Zeitdaver von einer Sekunde an
{Weltpunkt A’). Die Uhr hat sich in dieser Zeit an
zwei in S ruhenden Uhren 1 und 2 vorbeibewegt.
Die Zeitdauer wird, vom Koordinatenursprung bei
0 s beginnend, in S gemessen.

Aus dem Diagramm ergibt sich At = 1,45 und damit
At > At

Langenkontraktion im Minkowski-Diagramm

$* bewegt sich wiederum mit v = 0,7 ¢ gegendber S.
Daraus ergeben sich die gleichen Neigungswinkel
der Achsen und Achseneinheiten wie oben genannt.
In seinem Ruhesystem S hat ein MaBstab die Lange
I=11s. Im System S (Diagramm unten) wird dann
die Lange zu I' = 0,7 Ls bestimmt.
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Quelle: Duden Lehrbuch Physik (ISBN-978-3-8355-3311-0)

Applet zu Minkowski-Diagrammen

http://www.geogebra.org/de/upload/files/dynamische arbeitsblaetter/lwolf/srt/
minkowski.html
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